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1 Introduzione

Il teorema di Burnside € uno dei teoremi piu noti della teoria dei caratteri: at-
traverso un elegante uso delle proprieta algebriche dei caratteri, dimostra che per
un gruppo non risolubile devono esistere almeno tre primi distinti che dividono il
suo ordine.

William Burnside (2 Luglio 1852 - 21 Agosto 1927) & stato un matemati-
co inglese, conosciuto come uno dei primi studiosi della teoria dei gruppi finiti.
Burnside, nato a Londra, frequento I’Universita di Cambridge, dove dieci anni
dopo insegno come lecturer.

Alla fine dell’800, la teoria dei gruppi non era un campo largamente studiato,
tuttavia, durante la sua carriera, Burnside fu un ricercatore molto attivo e pub-
blico piu di 150 articoli che ottennero diffusi riconoscimenti. La parte principale
del lavoro di Burnside riguarda le rappresentazioni dei gruppi. I suoi contributi
hanno permesso lo sviluppo di alcuni aspetti fondamentali della teoria. Uno dei
suoi risultati pilt noti & il cosidetto Teorema p?q®, che dimostra come ogni gruppo
finito il cui ordine ¢ divisibile da meno di tre primi sia risolubile.

In questa tesi presenteremo la dimostrazione classica del teorema di Burnside.

Nel secondo capitolo richiameremo i concetti e i risultati fondamentali sulle
algebre, i moduli, le algebre di gruppo e le rappresentazioni. Vedremo che ad-
operando il teorema di Maschke e possibile costruire su ogni gruppo finito un’al-
gebra semisemplice. Per questo motivo, ci interesseremo piu particolarmente del
teorema di Wedderburn, che consente di “spezzettare” un’algebra semisemplice in
una somma di strutture piu facili da gestire. Tramite le rappresentazioni, per lo
studio delle algebre semisemplici di gruppo, potremo far ricorso a strumenti piu
concreti, come le matrici. Per questioni di brevita, tutte le dimostrazioni della
prima parte saranno omesse.

Nel terzo capitolo, definiremo i caratteri come una versione ridotta delle rap-
presentazioni e studieremo le loro proprieta che risulteranno utili per ’analisi dei
gruppi finiti. Presenteremo due teoremi fondamentali che riguardano i caratteri: il
primo afferma che i caratteri sono tutte e sole quelle funzioni di classe che si pos-
sono scrivere come combinazione lineare intera degli elementi di Irr(G); il secondo
mostra che i caratteri indotti da due rappresentazioni sono uguali se e solo se le
rappresentazioni sono simili.

Il quarto capitolo e dedicato alle relazioni che intercorrono tra gli interi algebrici
e i caratteri. Ad esempio, vedremo che un carattere valutato in un elemento del
suo gruppo e un intero algebrico che appartiene ad un’estensione finita di Q.

Nell’'ultimo capitolo, sara presentata la dimostrazione del teorema di Burnside,
in cui verranno applicati tutti i risultati ottenuti nei capitoli precedenti: ’espres-



sione che caratterizza il carattere regolare pg come somma di caratteri irriducibili,
la possibilita di scrivere un carattere come somma di radici n-esime dell’unita, la
relazione che intercorre tra le classi di coniugio del gruppo di un carattere fissato.
Infine, un passo decisivo della dimostrazione sara costituito dall’applicazione delle
proprieta che scaturiscono dal considerare i caratteri come dei particolari interi
algebrici dell’estensione Q(§).



2 Preliminari

In questa prima parte della tesi verranno enunciati, senza dimostrazione, i teoremi
piu significativi riguardanti le Algebre e le Rappresentazioni di gruppi finiti. Per
ulteriori approfondimenti, faremo riferimento a [1].

Definizione 2.1. Sia A un anello (o gruppo). Se B ¢ un sottoanello (o sottogrup-
po) di A, scriveremo B < A.

1. Supporremo che in ogni anello unitario, 04 # 14, ovvero che lo zero del-
I’anello sia diverso dall’elemento unita, cioe

{0} c{0,1} CA

Quindi ogni anello unitario ha almeno 2 elementi.

2. Ogni anello sara ritenuto implicitamente unitario.

Osservazione 2.2. Tutti gli spazi vettoriali che considereremo saranno di dimen-
sione finita.

2.1 Algebre

Definizione 2.3. Sia A un F-spazio vettoriale finitamente generato e un anello’.
A & un’algebra & A(ab) = (Aa)b = a(A\b) Va,be A, VA e F
Definizione 2.4. Sia BCA,

e un sottospazio vettoriale di A
B & una sottoalgebra di A € B & un sottoanello di A
1,€ B

Se B e una sottoalgebra di A utilizzeremo la seguente notazione:
B=<A

Osservazione 2.5. Una sottoalgebra ¢ un’algebra

lusiamo la stessa operazione di somma sia nello spazio che nell’anello. NOTA: l’anello &

unitario



Definizione 2.6. Si definisce centro dell’algebra A il seguente insieme:
Z(A)={a€ Alab=ba Vbe A}
Osservazione 2.7. Z(A)=A

Proposizione 2.8. Sia eq,...,e, una base di A, allora
Z(A)={a€ Alae; =¢ea Yi=1,...,n}
Definizione 2.9. Sia data una mappa f: A — B, con A, B algebre.

f € una applicazione lineare
. : def . : :
f & un omomorfismo di algebre (alg-hom) < { f & un omomorfismo di anelli

f(la) =1p
fO 4+ py) = M (@) + pf(y)
o equivalentemente se: { f(xy) = f(x)f(y) Ve,ye A YA\ ueF
f(1a) =158

d
Notazione 2.10. Con /<A indichiamo un ideale (bilatero) di A. Con /<A un
ideale destro di A.

Definizione 2.11. Sia A un anello,

A e semplice gi)ef VIdA T=AvI=0
A#0

Teorema 2.12. Sia A = F"™*", con F' campo, allora,

A ¢ un’algebra semplice

2.2 Moduli

Definizione 2.13. Sia A un F-algebra e V un F-spazio vettoriale, allora

. : def
V & un A-modulo, secondo 'operazione - : VxA — V &

(1. vly =

(v+w)a =va+ wa

. (va)b = v(ab) VYA€ F, Ya,be A, Yo,weV
v(a+b) = va+ vb

(Av)a =v(Aa) = A(va)

def
=

U 0 1o




Esempio 2.14.

1. A= F™" V = F™ ¢ un A-modulo con I'usuale operazione di moltiplicazione
tra vettore (riga) e matrice?

2. A algebra, V = A. Questo A-modulo si chiama 1’A-modulo regolare, e si
indica con A°

Definizione 2.15. Sia V un A-modulo, e W <V,
W & un sotto A-modulo di V & wa € W Vw € W Va € A
Per indicare che W & un A-sottomodulo di V' useremo la seguente notazione:
A
Ww<v
Esempio 2.16. I sottomoduli di A° sono gli ideali destri.

Definizione 2.17. Sia V un A-modulo, chiameremo annullatore di V in A il
seguente insieme:

anny (V)& {a € A | Va =0}
Proposizione 2.18. Sia A un anello unitario; allora
anny (V)<A
Definizione 2.19. Sia V' un A-modulo,

V' e semplice o gli unici sottomoduli di V' sono 0,V

Teorema 2.20. Sia A= F™" e sia V = F".
Ve un A-modulo con l'usuale moltiplicazione tra vettori e matrici, inoltre V é
semplice.

Definizione 2.21. Siano V, W due A-moduli.

of | 1. feli
f:V — W & un A-omomorfismo L4 J & lincare
2. f(va) = f(v)a Yv eV, Yae A

Se f e biettiva, diremo che f ¢ un A-isomorfismo e scriveremo:

VAW

2la moltiplicazione & a destra: v-a, con a € A



Proposizione 2.22. Siano V.W degli A-moduli.

Hom4(V, W)d:ef{f V. — W | f A-omomorfismo} ¢é uno spazio vettoriale

EndA(V)d:efHomA(V, V) € una sottoalgebra di Endg(V)
Teorema 2.23. (Schur). Siano V.W degli A-moduli. Si ha che:

f:V— W A-omomorfismo
V., W semplici = f e un A-isomorfismo

Im f # {0}

Corollario 2.24. Sia F' un campo algebricamente chiuso, V un A-modulo sem-
plice; allora

FEEndA(V) & INeF: f=Mdy

Teorema 2.25. Sia V un A-modulo, allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. WUSVAWSV : V=UaW
(E possibile completare ogni sottomodulo di V')
2. V= Z U;, con U; A-sottomodulo semplice

iel
3. V=W ®---®&Wy, con W; A-sottomodulo semplice, per ognii =1,... k
2.3 Moduli semisemplici

Definizione 2.26. Un A-modulo V che soddisfa il Teorema 2.25 si dird semisem-
plice.

Teorema 2.27. Sia A una F-algebra; allora A° é semisemplice se e solo se ogni
V' A-modulo é semisemplice

2.4 Algebre semisemplici

Definizione 2.28. Sia A una F-algebra,

N . . def N . .
A & semisemplice & A° & semisemplice



Proposizione 2.29. Sia V un A-modulo. Definiamo A(V) come la somma di
tutti gli ideali destri di A che sono A-isomorfi a V. (nota®):

AN S

1440 12y
St ha:
V semplice = A(V)<A

Teorema 2.30. (Wedderburn). Sia A una F-algebra semisemplice, allora

1.
d A
V' A-modulo semplice < AI<A minimale: V=1
Ouvvero, gli A-moduli semplici sono isomorfi ad A°-sottomoduli.
d
2. Esistono I, ..., [, <A minimali tale che

Lt I; Vi

d
I<A minimale = 3i: Ié[i

. . . . . A .
Ovvero, se consideriamo la relazione d’equivalenza indotta da =~, otteniamo
solo k classi di A°-sottomoduli semplici.

3. A=AL) @ @ A(ly)
4. anny([;) = Zj# A(L)
5. A(L;)<A e minimale per ognii=1,...k
0.
¢7L . A(IZ) — EHdF(]Z) ~ Fmixmi, m; = dim ]z
algebra

x'—>7”$2[i—>[i

U +— uxr

e un omomorfismo di algebra iniettivo.
Inoltre, se F' ¢ algebricamente chiuso, ¢; € biettiva e quindi si ha:

30 in altre parole, la somma dei sottomoduli di A°, isomorfi a V'

7



Nota: questi sono isomorfismi di algebre. A(I;) é un algebra la cui unita é
ei, dove (eq,...,ex) € A(I1)X ... xA(Iy) é quell’unica n-upla t.c.

1:€1+"'+6k

Corollario 2.31. Un’algebra semisemplice ¢ somma (diretta) di algebre semplici.

Corollario 2.32. Sia A un’algebra semisemplice su F algebricamente chiuso. Si

ha:

1. A FMXM gy oo %X dove n; = dim I;
2. k = dim Z(A)

3. dimA= Zn?
j=1

dove {I,..., I} sono i rappresentanti delle classi di isomorfismo di A-moduli
semplici.

2.5 Algebre di gruppo

L’obiettivo di questa sezione sara quello di sfruttare il teorema di Wedderburn
per ricavare informazioni sui gruppi finiti. Per far cio, per ogni gruppo finito G,
costruiremo un’algebra semisemplice strettamente legata ad esso.

Definizione 2.33. Sia G un gruppo finito, F' un campo. Denoteremo con F'G
I'insieme delle combinazioni lineari formali* di G su F:

FGdZEf<G>F - {Z)‘gg [ Ag € F}

geG

Possiamo rendere F'G un’algebra ponendo:

0= " 0g
geG

€516+ Y Oy

9eG\{la}

4possiamo considerare una somma formale > gec Agg come la scrittura simbolica di una
funzione A : G — F tale che A(g) = Ay. Avremo cosi che:

Z/\gg:ZNgg‘_))\g:Ng Vge G

geG geG



e definendo le seguenti operazioni:

S TNg+ D g =Y (g + 1109

geG geqG geqG
def
X<2Mw)=§}Mﬁz
geG geqG
def
PORVAR Do) 5 SRWITED f 5 oSV B
geG geG g,heG z€G \g,h€G: gh==z

= T (T

h=g—1z 2€G \g€G

Proposizione 2.34.

1. FG ¢ un’algebra
2. dim FG = |G|

Definizione 2.35. Sia GG un gruppo finito e X CG; definiamo:

J:g(i:efg_lxg Ve,g € G
def
Co(z)  ={9€G|zg=gax}

centralizzante di =

T~y gHgEG:a::yg
——

z coniugato con y

clg(x) P {27 | g € G}
—

classe di coniugio
A E {clg(z) | 2 € G}

REY,

zeX

Teorema 2.36. Sia cl(G) = {K,..., Ky}, allora

1. Z(FG)=<I/(\1,...,f/(\k>

2. {l/(\l,,l/(\k} sono L.i.
3. dmZ(FG)=k

L’insieme {l/(\l, e ,[/(\k} ¢ quindi una base dello spazio vettoriale Z(FQ).

9



Teorema 2.37. (Maschke). Sia ch F la caratteristica del campo F. Allora:

ch F)AG| = FG é semisemplice

Grazie al teorema di Maschke, se ch F' )AG |, possiamo applicare il teorema di

Wedderburn all’algebra semisemplice F'G. Inoltre, utilizzando il Corollario 2.32 e
il Teorema 2.36 otteniamo il seguente

Corollario 2.38.

1. Se F' ¢ algebricamente chiuso:
1. FG~ F™ ™M @ ... @ F"x "
dove n; = dim I;, {Iy,...,1I;} rappresentanti delle classi di isomorfismo
di FG-moduli semplici;
2. ni+ - +ni=dimFG = |G|
3. k=dim Z(FG) = |cl(G)|.
2. V. FG-modulo =V ~mI; & --- & myly dovem; >0, mil; =1, H--- DI,

2.6 Rappresentazioni

Le algebre di gruppo e i loro moduli sono costruzioni che si basano sugli spazi
vettoriali. Per questo motivo, ¢ possibile dare una loro interpretazione concreta
tramite ’algebra lineare delle matrici.

In questa sezione definiremo e studieremo delle particolari applicazioni lin-
eari, chiamate rappresentazioni. Le rappresentazioni sono equivalenti ai moduli e
codificano come matrice ogni elemento di un algebra di gruppo.

Definizione 2.39. Sia G un gruppo finito e F' un campo. Chiameremo rappre-
sentazione di G un qualsiasi omomorfismo di gruppi X : G — GL(n, F) °.

La rappresentazione dell’algebra F'G sara un qualsiasi omomorfismo di algebre del
tipo X : FG — ™™,

Poniamo inoltre

. def
dim X=n

5GL(n, F) = {M € F™™ | 3M '}

10



Proposizione 2.40. Se X ¢ una rappresentazione di G, lapplicazione X' : FG —
F™m 0 ottenuta estendendo linearmente X, é una rappresentazione di FG.

Viceversa, se X' ¢ una rappresentazione di FG, X = %TG ¢ una rappresentazione
di G.

[lustriamo adesso un metodo per ottenere un F'G-modulo da una rappresen-
tazione X di F'G, e viceversa.

Proposizione 2.41.

1. Sia X : FG — F™" una rappresentazione di FG e sia V = F". V diventa
un FG-modulo con ['operazione

v-g = vX(g)
2. Sia 'V un FG-modulo. La funzione

f:G— GL(V)
g1V —V

V= Vg

¢ un omomorfismo di gruppi. Scelta una base B = [vy,...,v,] di V,
definiamo la funzione

X:G — GL(n, F)
g9 — Mp(f(g)) = Mp(ry)

dove Mg(ry) € la matrice associata dell’isomorfismo 1y, secondo la base B,

OvVVETO
(Mp(ry))i = [r9(vi)] B = [vi-g]B
—_—— —_——
riga 1—esima vettore delle componenti di rg(v;) secondo B

In altre parole,
virg = Y wii(g)v; = (X(9))s; = wi5(9)
j=1

Osservazione 2.42. Applicando in successione le due costruzioni esposte nella
Proposizione 2.41 (usando la base canonica B = {ey, ..., e,}), si riottiene il modulo
o la rappresentazione di partenza.

11



Definizione 2.43. Siano X,9) : G — GL(n, F') due rappresentazioni. Diremo
che X,%) sono simili se:

X~YEIMeCGL(,F): X(9) = M 'Y(OM =DM Vgei

Osservazione 2.44. Se X & una rappresentazione, lo & anche X(g)™, in quanto la
coniugazione ¢ un isomorfismo di gruppi.

Definizione 2.45. Sia X una rappresentazione.

X ¢ riducibile ¥ 3M € GL(n, F): Vg€ G X(g) = M~ {Xég) ?Eiﬂ M
con Z(g) € F'*", X(g) € F***, Y(g) € F*"

ovvero

X e riducibile < X e simile ad una matrice a blocchi del tipo {)O( }Z/]

Proposizione 2.46. Sia X : G — GL(n, F') una rappresentazione e V.= F™ il
suo modulo indotto, allora

X irriducibile <V semplice

FG
Proposizione 2.47. Sia V un FG-modulo, U, W <V e sia X la rappresentazione
indotta da V' secondo la base canonica. Infine, sia By = {uq,...,us} una base di

U e By = {wy,...,w.} una base di W. Si ha

w 0
V—WGBU:>3€~{Q Q}

dove W, U sono rispettivamente le rappresentazioni indotte da W,U su By, By

Proposizione 2.48. Siano V,W due FG-moduli e sia f :V — W wuna appli-
cazione lineare tra essi, allora

f éun FG-omomorfismo < X(9)Mpc(f) = Mpc(f)D(g9) Vge G

dove X,%) sono le rappresentazioni indotte dai moduli V, W secondo le basi B =
{ut,, C={w}", e Mpc(f) € la matrice associata a f.

12



Proposizione 2.49. Siano X,%) due rappresentazioni di FG e siano Vi,V, 1
moduli indotti, allora

FG

VicVo & X ~9

Owvero, le rappresentaziont sono simili se e solo se 1 loro moduli indotti sono
1somorfi.

Proposizione 2.50. Sia G un gruppo finito.
X rappr. irriducibile

M € F ™. MX(g) =X(9g)M Vge G =M =X, conIeF
F alg. chiuso

Proposizione 2.51. Sia G un gruppo finito.
h e Z(Q)
X rappr. irriducibile = X(h) =M, con A € F
F alg. chiuso
Proposizione 2.52. Sia G un gruppo finito.
G abeliano
X rappr. wrriducibile = dimX =n=1, ovwvero X : G — F*
F alg. chiuso
In questo caso, diremo che X é lineare.
Osservazione 2.53. Da adesso in poi considereremo solo 'algebra CG, cosi da
assicurare la chiusura algebrica del campo e la condizione ch C /|G|
Enunciamo infine il teorema di Wedderburn per le rappresentazioni.

Teorema 2.54. (Wedderburn). Siano I, ..., Iy i rappresentanti delle classi di
1somorfismo dei CG-moduli semplici e siano X1, ..., Xy le relative rappresentazions
indotte. Allora,

1. X: G — GL(n,C) rappresentazione irriducibile = 3li: X ~ X;

Ck=1c(G)|, |G|=ni+---+ni, conn;=diml;

3. Q) rappresentazione = ) ~ diag(X;,,...,X;,) matrice diagonale a blocchi

. {aa-(Bj) =0 Vj#i
X;(B;) = Crixmi

5. 1=e1+---+ep € € B = Xi(ej) = Xi(1)d;

dove, X;(x) = TrX;(x), TrM é la traccia della matrice M e 6;; =1 sei = j

ed € nullo altriments.

[\

, dove B; = A(1;)

13



3 Caratteri

Le algebre di gruppo e le rappresentazioni consentono di applicare tecniche della
teoria degli anelli e dell’algebra lineare allo studio dei gruppi. L’idea fondamentale
della teoria dei caratteri e quella di considerare solo una piccola parte delle infor-
mazioni che si possono ricavare dalle rappresentazioni. Tale parziale informazione,
denominata carattere, € d’altra parte piu facilmente gestibile. Quindi, i caratteri,
pur essendo una versione ridotta delle rappresentazioni, si rivelano uno strumen-
to indispensabile per lo studio dei gruppi finiti e permettono di dedurre risultati
notevoli, come ad esempio il teorema di Burnside.

Nota: con G indicheremo sempre un gruppo finito.

Definizione 3.1. Sia X : G — GL(n,C) una rappresentazione. Sia definita la
seguente funzione:

X .G —C
g — TrX(g)

dove Tr ¢ la traccia® della matrice X(g). A volte, per indicare che X ¢ la traccia
di X scriveremo

X =TrX
Chiameremo X il carattere di X.

Notazione 3.2. Per indicare una matrice diagonale, utilizzeremo la seguente
notazione:

1 i=j

diag(aii, ..., any,) € la matrice quadrata (a;;) = (a;0;;), dove d;; = {O oy
L7

6La traccia della matrice M & Pelemento:

ﬂM{ZM

3
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Proposizione 3.3. Sia X una rappresentazione e siano A, B, M, X matrici quadrate,
allora si ha

1 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(M'XM) = Tr(X)
2. X~YP=>TrX =TrY
3. X(1)=n=dimX

Dimostrazione:
1.
Tr(M X M) = Tr(M(M'X)) = Tr(X)
Tr(AB)=Tr(BA)
2.

X~YPeIM: X=M'YPM = Trx =TrY

X(1)=Trx(1)=Tel =n

Definizione 3.4. Sia GG un gruppo finito.

X & un carattere di G & X € ch ¢ & 3x rappresentazione di G : X = TrX

X & irriducibile & 3% rappresentazione irriducibile t.c. X = TrX
ch G e l'insieme di tutti i caratteri di G

Irr(G) € l'insieme di tutti i caratteri irriducibili di G

Osservazione 3.5. Sia X : G — C una carattere di G. Poiché Tr : C**"* — C

¢ una applicazione lineare, possiamo estendere X per linearita su tutta 1’algebra
CaG:

X (Z /\gg) = TrX (Z )\gg) =Tr (Z Agx(g)> =3 ATrX(g) = > A X(g)

geG geG geqG geG geq@

15



Lemma 3.6. Siano date A,C € F"*" B, D € F™"™ e defintamo la matrice a
blocchi

CL11B CllgB N alnB
an B anB ..., a,B
dove a;; = A;; € l'elemento di posto i,7 di A.
Si ha:
(A B)(C® D) =AC ® BD
Dimostrazione:

Sia {eij} <, j<, la base canonica di F"*"

A@ B = Zaij(eij ® B) - anxnm (11)

1,7
C ® D - Zci/j/(ei/j/ ® D) - anxnm (12)
i/,j/
(eij @ B)(ewy @ D) = dpjep @ BD (2)
(A & B)(C X D) \:’/ Z aijci’j’(eij & B)(ei’j’ X D) = Z aijci’j’(;i’jeij’ ® BD =
(1.1),(1.2) 4,5,%" 5" (2') il g
— Z Q;jjCjjr €44 QX BD = Z (Z CLijij/> €ij QR BD = Z(Ac)ij’eij’ ® BD = AC ® BD
33" i’ J i,j’

m
Proposizione 3.7. Siano « e 3 due caratteri; allora“
a+p3, agechG

Dimostrazione:
l.a+Be€echG
Siano X, %) rappresentazioni tali che
a="TrX, /="TrY.

7= [0 o)

€ una rappresentazione per « + 3. Infatti,

Z(ab) = {ﬂgb) @(Qab)] _ [%(a)()%(b) @(@Q@(b)} _ {%(a) 0 H%(b) !
_ Z(a)2() )

La matrice a blocchi
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Infine,
ThZ=TX+TrY=a+F=a+pF€cchG.
2. afech G
Sia Z = X ®%). Z e una rappresentazione di G, infatti,

(X © ) (ab) = X(ab) © Y(ab) = (X(a)X(h)) ® (D(0)D(V)) =
= (X(@) @ Y(@)(X0) @ Y0) = Z(a)Z(0)

Lemma 3.6
Infine, dalla definizione di ®, e chiaro che

TrZ = (TrX)(TrY) = af
Quindi, af € ch G.

Teorema 3.8. Sia G un gruppo finito; allora
Irr(G) = { &y, ..., Xk}

dove i simboli X; indicano i caratteri dati dal teorema di Wedderburn per le
rappresentazioni (vedi Teorema 2.54), e k = |cl(G)|

Dimostrazione: Per ipotesi sappiamo gia che vale I'inclusione 2. Dimostriamo
I'inclusione opposta.
X € Irr(G) = 3X rappr. irrid. di G: X =TrX
1rri ibi I - ~ X, — . — . — X
X irriducibile = dli: X~ X, = TrX=TX, =X =TX, & X =4
Teor. 2.54 Prop. 3.3

]

Definizione 3.9. Sia G un gruppo. Definiamo l'insieme delle funzion: di classe:

def

f(G)={f:G—C| f(a") = f(x) Vz,y € G}
O equivalentemente:
f(G) = {f : G —C| [f(l(x))| = 1V € G}
In altre parole, le funzioni di classe sono quelle funzioni costanti sulle classi di

coniugio.
E facile notare che ¢f(G) € un C-spazio vettoriale.
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Proposizione 3.10. [ caratteri sono delle funzioni di classe, ovvero
ch (G)Ccf(G)

Dimostrazione: Sia X € ch (G)
X(z¥) =TrX(a¥) =Tr (%(y)flf(x)%(y)) = TrX(z) = X(2)

Proposizione 3.3

Proposizione 3.11. Sia cl(G) = {Ky,..., Ky}, k = |cl(G)|. Posto

0, : G—C

1 seK;
5is) = Z
(5) {0 sd K,

allora {41, ...,0k} € una base di cf(Q).

Dimostrazione: E chiaro che d; € cf(G).
1. Dimostriamo che cf(G) = (d1, ..., 0k)
Siano x1,...,7, € G t.c. x; € K;.
fect(@), re K;= f(x) = f(z)di(z
reK,=>x¢ K;, conj#i=9;(x)=0

= Vo € K f(x) = f(2)0:(x) + Y f)3;(x) (1)

veKi= f(z)=fly) Vye Ki= f(z) = f(z:) (2)

1) (2) =1
Poiché {K;}, & una partizione di G, possiamo concludere che

k
f= Zf(xi)éi € (61,...,0k)

1=
2. 01,...,0% sono linearmente indipendenti:
sia

Quindi

a151+---+ak5k:0

una combinazione lineare nulla, scegliendo x € K; si ha
a; = 0
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Proposizione 3.12. Sia G un gruppo finito.

[ler(G)] = [cl(G)]
Irr(G) € una base di cf(G)

Dimostrazione: Sia k& = |cl(G)|. Per il Teorema 3.8 abbiamo |Irr(G)| = k.
Poiché

dim cf(G) = k

Proposizione 3.11
Irr(G)Cch (G - cf(G
(G)Cch (G) C (G)
Proposizione 3.10
basta dimostrare che Irr(G) = {&3,..., Ay} ¢ un insieme di vettori linearmente

indipendenti.
Per il Teorema 2.54 abbiamo

l=e +---+e =1,
Xi(ej) = 5ini(1> (1)

Consideriamo una combinazione lineare nulla di A}, . .., Xy:
a Xy + -+ apXy =0
e valutiamola in e;:

k
0= Zai/\f}(ej) = anj(l) = a; = 0
i=1 X;(1)=dim B; 0
Per I'arbitrarieta di j concludiamo che a; =0 Vj =1,... k. [

Teorema 3.13. Sia Irr(G) = {A&},..., Xk}. Si ha

k
XGChG@X:ZmiXi, conm; €N Vi=1,...k

=1

Inoltre, esiste i tale che m; > 0. Quindi ¢ caratteri sono tutte e sole quelle funzioni

di classe che si possono scrivere come combinazione lineare intera degli elementi
di Irr(G).

Dimostrazione:

. (&)
Per la Proposizione 3.7, la somma di caratteri ¢ ancora un carattere. Poiché
Irr(G)Cch G, la combinazione lineare intera Zle m;X; & ancora un carattere.

19



2. (=)

Xechld = X=TrX

X ~ diag(%;,, ..., X, ) matrice diagonale a blocchi =
Teorema 2.54

r r k
X =) Tr le = > m

Jj=1 per opportuni m;€N i=1
Infine,

k
X(1)=dmX#0=>X#0= > mX #0=3j: m; >0
=1

]

Definizione 3.14. Sia X : G — GL(n, C) la rappresentazione indotta dal modulo
CG°, secondo una qualsiasi base. Il carattere

pa =TrX
¢ detto il carattere regolare di G.

Proposizione 3.15. [l carattere regolare di G soddisfa le sequenti proprieta

Lope= Y X1)X

Xelrr(G)
G| g=1
2. =
pc(9) {0 g1

In particolare, abbiamo
pa(l)= > X(1)*=|d|
Xelrr(G)

Dimostrazione:
1.
Per il Corollario 2.38 | si ha
CG 2L & - Pl = %Ndiag(%l,...,%1,...,%k,...,%k):
~~~ —_———— —_———

Prop. 2.47 ni volte ny volte
k k
=X =TrX =Y nT¥ =) nd (2
=1 =1

X)) = n; (3)
Teorema 2.54

(2),3) = & = ZXZ'(1>X2' NP, Z X(H)Xx

Teorema 3.8 X€lrr(G)
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Scegliamo G' = {g1,...,g,} come base di CG° da cui indurre X. La seguente
dimostrazione sara indipendente da questa scelta perché la traccia non cambia
per matrici simili.

Sia gy = g;-g; si ha
gi'g =g € G Vg € G = [g:-9]g = ex(g) per qualche 1 <i' <n
dove e;(g) = (0,0,...,0, \1/_/ ,0,0,...,0)

posto i’
er(g) =ew(9) © lgi9la=ndlc © 99=9ng S gi=gn & h=1i
[91-9]c evr(g)
X(g9) = Ma(ry) = : = |
[9n-9lc en(9)

Quindi X(g) ¢ una matrice di permutazione. Inoltre,

X(9)u = ([Qi'Q]G)i = (ei’<g))i = 0jir = {

1 i='"sg=9gr=g9<g=1
(1)

0 altrimenti

X(g) =TX(g) = ) X(9)a =

P ! 0 altrimenti

» {1+1+~~+1:Mﬂ g=1

]

Il seguente teorema e il primo risultato che permette di ricavare informazioni sul
gruppo G esaminando solo i caratteri irriducibili.

Teorema 3.16.

G ¢ abeliano < X(1) =1 VX € Irr(G)

Dimostrazione:

G abeliano < |cl(g)|=1Vg € G = Icl(G)] = |G|
cl(G) & una partizione di G

r(G)] = [(G)] =G|

Teorema 3.8
pel) = > X(1) =G| = ()] & A1) =1YXeln(G)

Prop. 3.15 X€Irr(G) X(1)eN, X(1)#0

]
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Teorema 3.17. Sia X € ch G
Xelr(G)eX4£a+0 Va,f€ch G

Dimostrazione:
L. (=)
Supponiamo per assurdo X = a + (3,
a,fechG=X=a+pFe€chG

acchG =, 6 a= Z myY, con almeno un my € N* (1)

Teorema 3.13 Yelrr(G)
Analogamente per :

fechG = (= Z m3Y, con almeno un mj, € N* (2)
Teorema 3.13 Yelrr(G)

Quindi,
X=a+p= Z (my +m})Y
Yelrr(G)
Sia ay = my+m),. Perla (1) e (2), i casi sono due: almeno due ay sono distinti
da zero, o almeno un ay > 2. In ogni caso, poiché X € Irr(G), si ha un assurdo
contro I'indipendenza lineare degli elementi di Irr(G) (vedi 3.12).
2. (<)

Supponiamo per assurdo che X ¢ Irr(G)

XechG=X= Z my)Y, con almeno un my € N*

Yelrr(G)

X ¢ Ir(G)= X #Y VY € Irr(G)
Poiché X non deve coincidere con alcun )Y, deve esistere almeno un my > 2
oppure due my, my # 0. Quindi X ¢ somma di almeno due caratteri. Assurdo.

]
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Teorema 3.18. Siano X, due rappresentazioni di G e X, ) i rispettivi caratteri.
Si ha:

X~ X=Y

Dimostrazione:

L. (=)
Segue immediatamente dalla Proposizione 3.3

2. (<)
Procediamo analogamente a quanto abbiamo fatto nella dimostrazione del Teo-
rema 3.13.

X ~ diag(X;,, ..., X; ~ diag(Xy,..., X, ..., Xk, ..., X 1
\ , N g( “\7, ) zr) \ , g( 1, y AL s Ak ) k) ( )
Teorema 2.54 ||\ 41ice diagonale a blocchi riordinando i blocchi dy volte dy, volte

(qualche d; potrebbe essere nullo). Ne segue che:

k
X=TX =) dX
i=1
Analogamente abbiamo:
iD ~ diag(\%l,...,%;,...,gk,...,%k) (2)

vV vV
d volte dj volte

k
=T => dx

i=1

=d=d Vi=1,...,k

X =) per ipotesi
{X1,..., X} sono linearmente indipendenti

=X ~ diag(\%l, v,%lj, c. ,.\%k,.;,%k) ~ 2)
(1) di volte dj, volte (2
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Proposizione 3.19. Sia g € G e X una rappresentazione di G. Sia o(g) = m
lordine di g. St ha

1. X(g9) ~diag(&,...,6,), n=X(1), LEe€eC Vi=1,...,n

2. X(g9) = Z&

3.¢6m=1Vi=1,....n
X (9) < Xx(1)

=~

5. X(g7Y) = X(g9) dove € ¢ il coniugato complesso di &

Dimostrazione:
1.e2.
Sia H = (g) il gruppo generato da g e sia Y = X|y.

H abeliano < V() =...=W1)=1=Yi(h)eC Vhe H (1)
Teorema 3.16

dove Irr(H) = {V1,..., i}
Y o diag®i,--.9i)

Teorema 2.54

~
matrice diagonale a blocchi

conn=dim)Y =)Y(1)=X(1), 1 <i; <k perognij

Poniamo &; = 2);,(g). Per la (1), la matrice diagonale a blocchi, simile a ), e
una semplice matrice quadrata, quindi

X(9) =9(g) ~ diag(&, )
X(g) = TrX(g Zgj

m=o(g) =g"=11=9;") =D, & =1

'=1=§"=1=[§]=1 (2)

9l =36 =Y lal=n=x)
j=1 j=1 2)
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&6 =GP = 1=86=¢" (3)
&)
Xo) =2 &6=2_ 6" =290 " =3 Vi(6™) =D(g7") = X(g7")

Proposizione 3.20. Sia X € ch G. Poniamo:

X:G—C
g+ X(g)
dove € ¢& il coniugato complesso di €.
St ha:
1. X€chG

2. X € Iir(G) & X € Irr(G)
3. X(g) = TrX(g™')"

dove AT ¢ la trasposta della matrice A.

Dimostrazione: Sia
2 : G — GL(n,C)
g X(g)"

2) ¢ una rappresentazione, quindi:

Y(ab) = X((ab) )" = (X" X(a™)) " = X(a ) XO) = D(@)Y(D)

Inoltre,
TrY(g) = Trx(g™"')" = Trx(g™") = X(97) = X(g) = X(g)

Proposizione 3.19

Quindi X € ch G. Infine,

X riducibile < X=a+0, cona,fechGeX=_a + [,
Teorema 3.17 echG  ceh@

< X riducibile

Teorema 3.17
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Lemma 3.21. Siano o, 3 € C. Si ha:
la+ 8] =la|+|fl=a=A3 conAeR

Dimostrazione: Indichiamo con a-f il prodotto Hermitiano in C. Si hanno le
seguenti implicazioni:
o+ B = |a] + 18] = |a+ B> = [af* + |6]* + 2|al|8] (1)

o+ B> = (o + B)(a+ B) = aa + af + fa+ 33 = |a\2+y@|2+2@3
= allBl=ap=ap = (ap) = (lal|p])* = V(aa) “V(BB) = (a-a)(3-8)

ey

& (a-f)? = (a-a)(B-B) = al|feIANeR: a=A3
Disug. di Schwartz
(dove « || # indica che a, 3 sono due vettori paralleli). O

Lemma 3.22. ay,..., a0, € C, t > 1

o =1 Vi=1..0 i1
o =ap Vi=1,...,
g+ Fay| =t !

Dimostrazione: Procediamo per induzione su t.

Caso: t=1
Vera.
CASO: t =2

la+ 8l =2=|a|+ |8 = 3JeR: a=Ip
Lemma 3.21

IB+pl=2< |f] |l+1l]|=2<l+1=+2<1=1VI=-3 (1)

=1
a=I10= o =]

=1
(1),2)=l=1=a«a
CAsO: t=t+1

=

| ©lll=1=1==1 (2)

e

1

&

t+1l=log+-Fa+ay] <o+ ] + || < || + -+ || =
= t+l=la+- - Ftot+an| =+ Fal+|ugq|=t+1=
~~ ——

lovi|=1 =1
= |lag+ o =t = Q=0 ==
’ 1 t| Ny 1 2 t
Hp induttiva
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Analogamente si vede che
o+t +ap| =t Ftoutan|tlu=a=0a3="=an
In definitiva, poiché t > 3,
a1 = Qg =+ = Q441

]

Definizione 3.23. Sia X € ch G. Definiamo il nucleo e il centro di X nel seguente
modo:

ker X def ker X

Z(X) & {geG |3, €C: X(g) =N}

Nota: la definizione di ker X ¢ , come vedremo, indipendente dalla particolare
scelta di X.

Teorema 3.24. Sia X : G — GL(n,C) una rappresentazione. Valgono le
sequenti proposizioni:

I kerX={gecG|X(g)=X(1)}
2. Z(X) < G
~
sottogruppo normale
3. Z(X)={geG|IN€Uy: X(9) =N, conm=o0(9)},
dove U,, ¢ il gruppo delle radici m-esime dell’unita
4. 2(X)={geG||X(g)| =[x}

Dimostrazione:
1. Proviamo la doppia inclusione
1.1. (©)

(9)6 kerX = X(g) =1=X(9) =X(1)=>ge{geG|X(g) =X(1)}
1.2. (2

Siag € {g € G| X(g9) =X(1)},

X(9) N, S+ +&E=X(1)=n

Proposizione 3.19
dove &; € Uo(g), ’fzy =1
o =& Vi=1,...,n= X(g9) =n& = X(1)&
Lemma 3.22
n=X1)=X(g) =X\ =né ) =6 =1=&=1 Vi
X(9) < diag(&y, ..., &) =diag(l,..., 1) =1=X(g) =1 = g € ker X
Prop. 3.19
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2.
2.1. Z(X) <G sottogruppo
Siano a,b € Z(X)
X(ab) = X(a)X(b) = A\ = ab € Z(X)
E poiché G & finito, questo basta per dimostrare che Z(X) < G.
2.2. Z(X)4G
Siag e Z(X), he G
X(h7tgh) = 2(h)'X(9)X(h) = £(h) N JE(h) = X(h) " E(W)AJ = N\ I =
= h~'gh € Z(X)

3.
3.1. ()
Sia g € Z(X) e m = o(g)
I=X(1) = X(¢")=X(g)" = AT \'T=1<)\'=1=)¢cU,
gm=1 gEZ(X)
3.2. (2)
Basta rileggere la definizione dei due insiemi.
4.
4.1. (9)
g€ Z(X) = X(9) = A, Ag €U = X(g) = Agn = |X(g)| = [Ag| n=n=
¥ jng
= X(1) = [X(1)]
42. (D)

Sia g € G tale che |X(g)| = |X(1)]
X(9) = &S+ + &, conn=X(1)
Proposizione 3.19
[ X(g)| = |X(1)]=n
Lemma 3.22

X(9) NP diag(&y, ..., &) = diag(&y, ..., &) =&l

Proposizione 3.19

X(g) ~ &l & X(g) =M GIM =1 = g€ Z(X)
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Proposizione 3.25. La funzione

A:Z(X) — C*
X(g)

X (1)
e un omomorfismo di gruppi. Inoltre, si ha:

ker A = ker X

Dimostrazione: Si ha:
GEZWX) = X9 =\I = X(g) =A\X(1) =
Teorema 3.24 X(1)#£0

Quindi A(g) = A, per ogni g € Z(X). In conclusione, otteniamo,

2(ab) = X(@)X(b) = AT Ml = ANT = X(ab) = AMX (1) = Ay = 5

Proposizione 3.26.

{G non abeliano, semplice = 7(X) = {1}

X € Irr(G)\ {1g}
dove 1g ¢ il carattere irriducibile banale:
lg(g) =1 VgeG

Dimostrazione: Se per assurdo ker X = G, si avrebbe
X riducibil >1

Vg e GX(g) = X(1) =n=nlg(g) = riducibile n
X =lg n=1

In ogni caso abbiamo un assurdo. Ne segue che

ker XY <G
ker X # G = kerX =1 & ker A =1
G Semplice Proposizione 3.25

Z(X)<4G = Z(X) =1V Z(X) =G
Supponiamo per assurdo che Z(X) = G, allora

kerA\=1=G=2Z(X)~ H <C"= @G abeliano
Assurdo.
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4 Interi algebrici

Un passo decisivo della dimostrazione del teorema di Burnside si compie con-
siderando le proprieta che scaturiscono dal considerare i caratteri come dei par-
ticolari interi algebrici. In questo capitolo daremo le definizioni di base e quelle
proprieta di cui faremo uso per lo studio dei caratteri e che applicheremo immedi-
atamente nel Teorema 4.11. Per ulteriori approfondimenti si rimanda a [3].

Definizione 4.1. Sia a € C; diremo che
a ¢ un intero algebrico < 3f(x) € Zlx] monico: f(a) =0
Proposizione 4.2. Sia R ["insieme di tutti gli interi algebrici. St ha:
RNQ =27

Dimostrazione:
L (2)

Sia z € Z. z ¢ radice del polinomio z — z. Poiché ZCQ, si ha la tesi.
2. (©)

Sia a € Q, f(z) € Z[z], f(a) = 0:
ae@iazg, (r,s) =1

r\n ry\n—1
f@)=0e (3) +aa () +orw=oe
Sy 7" s b, o S aps" =0 & " = s & 8/7“" (1)
Sia p un primo tale che p/s; dalla (1) segue che p/r. Per I'arbitrarieta di p si

ha s/r e dunque, poiché (r,s) = 1, si ottiene s = £1, cioe o = +r € Z.
[

Definizione 4.3. Sia S un anello tale che ZCS
S & finitamente generato come Z-modulo & 3YCS: § = (Y),, Y| < o0,
ovvero, esiste un insieme finito Y = {y, ...,y } CS tale che

VseS dzy,...,2k €Z: s= 211+ -+ + ZxYs
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Lemma 4.4. Sia Y ={ay,...,a;} CR, allora
35 anello: ZCSCC, YCS, S finitamente generato come Z-modulo

Dimostrazione:
o € R=3f;€Zx], In; eN: o = flay) = ap+a104 + -+ + ap, 10" =
= ;" € (Z); (1)

dove abbiamo posto Z = {1, iy e ,oz;”*l}

a;”“ = a;f() = apay + ala? + agaf’ + -t ag, 0 € (Z),
——

€(Z),

Per induzione si vede facilmente che vale lo stesso per le potenze ", con m > n,.
Sia
X={a"ay? " |0<m; <n;—1Vi=1,...,t}
S = <X>Z
Poiché SCC, per dimostrare che S € un anello, basta vedere che a,b € S = ab € 5,
e in particolare che z,y € X = zy € S:
rye X =>x=a"ay? o)™, y:olel'oz;%IQ---azng =

mi+m,  mao+m/ me+m/,
S ay=qa, g ZeeeqptTM

Se esiste un i :  m; +m) > n;, abbiamo osservato che a.""" € (Z )7, CS. Cosi
procedendo per ogni %, riusciamo ad abbassare tutti gli esponenti, ottenendo una
combinazione lineare intera degli elementi di X. Quindi zy € S. O

Teorema 4.5. Sia S un anello finitamente generato come Z modulo, tale che
Z.CSCC. Allora,

SCR

Dimostrazione:
S f.g. come Z modulo = 3YCS, |[YV|<oo: S=(Y),

Y ={z1,...,2,}
Sia s € S. Mostriamo che s € R.
Sanello =Vi=1,....,n sz; € S=(Y), =
=Vi=1,...,n Jdaa,...,a4in €Z: sxizzaijxj Vi=1,....,n (1)

=1
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Sia A S Y/ Aij = Qg4
T

Sia X = | : |; per la definizione di Y, gli elementi x; non sono tutti nulli.
Tn

Dunque: (1) & sX = AX = X autovettore di A, s autovalore ;

s ¢ quindi radice del polinomio caratteristico di A, che ¢ un polinomio monico di
Z[z]. Possiamo cosi concludere che s € R. O

Corollario 4.6. L’insieme R degli interi algebrici e un anello.

Dimostrazione: Siano o, € R e poniamo Y = {a,}. Poiché YCR, dal
Lemma 4.4 segue che esiste S anello f.g. come Z-modulo, t.c. ZCSCC, YCS. 1l
Teorema 4.5 implica che YCSCR e dunque o — 3, «aff € SCR. n

Definizione 4.7. Sia G un gruppo finito, poniamo
def
exp(G)=mem (o(g) | g € G)
Proposizione 4.8. Sia m = exp(G), si ha
X ech G = X(9) € RNQ,,

dove Q,, ¢ la sequente estensione di Q:

Nota”

Dimostrazione:

Xlg) o Gt

Proposizione 3.19

GeUyge&W=1=26eR = X eR

R anello

D’altronde, per definizione di m,

o(g)/m = Up)CUn = (§) = & = ¢ per qualche j = & € Q(¢) = X(g) € Q&)
O

“In realta’ vale un risultato molto piu’ generale: il teorema di Brauer afferma che esiste un
rappresentazione X di X del tipo X : G — GL(n,Q,,)
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Proposizione 4.9. Sia cl(G) ={K1,..., Ky}, allora

k
Z Z(CG)

dove a;jr = |{(zs,2;) | miz; =2, x; € K;, x; € K;}| con x, € K, fissato. In
particolare @ coefficienti a;j, € N

Dimostrazione: Per il Teorema 2.36, B = {l/(\l, o ,f(\k} ¢ un base di Z(CG).
Posto K, = {gr1,---,Gr,}, si ha:

KK; € Z(CG)

k ko tr
f(\zf/(\] \:,_J 2 Zawr Zgrh - Z Zaijrgrh (1)

B bas defdlKTrl r=1 h=1
Ky, ..., K} classi di coniugio = {g,n | r,h} =G, gwn # g per (r,h) # (' 1) (2)

Posto a,,, = a;jr, perla (1) e la (2) si ha:
KiK; =Y aug (11)

geG
Inoltre,

aijr = ag,, Yh=1,...,t, & a;j = a,, YV, € K, (1.2)
D’altra parte, il prodotto K;K; si puo’ scrivere come:
ti t
Kin = Z Z ginGjs

h=1 s=1
Sia ginjs = gingjs € G allora:

t;  tj
KK =3 ginje = _beg (3)

h=1 s=1 geG
dove by = [{(h, ) | ginjs = g} |-
Confrontando la (1.1) e la (3), per I'indipendenza lineare di G, si ha
ag =by (4)
Qijr = Az, = bxr Vl’r S Kr
N
(1.2) (4)
ba, = [{(, 8) | ginjs = 22} | = [{(h, 8) | gingjs = 2} [ =
= |{((L’“I’j) | Til; = Ty, T c Ki, €y € KJ}|
= Qjjr = ‘{(l‘z,l'ﬂ) ’ TiTj = Ty, T; € Ki; T; € KJ}’
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Proposizione 4.10. Sia X € Irr(G), K € cl(G) e X,9 due rappresentazioni di
G che inducono X. Allora, si ha:

1. X(K) = wx(K)I, conwx(K)eC

2. w;((f?)d——e}cw%(f?) = WQ(I?) = %X(Ik), Va, € K
3. wy(K) = %

Dimostrazione: 1.

I?E{I?l,...,f(k} - Z(CG):xlA(:lA(x, Ve € CG =
Teorema 2.36

= X(gK) = X(Kg) Vg € G = X(K)X(g) = X(9)X(K) Vg€ G =
=  X(K)=A
N~~~
Proposizione 2.50

~

Ponendo wx(K) = A si ha la tesi.

2. Si hanno le seguenti catene di uguaglianze:

X(fc>=2€<2 m) = D Xm) = X@K| (1)

AN ¢ X & additiva zx€K X funzione di classe
X(K) = Trx(K) = Tr(wx(K)I) = we(K)Trl = we(K)X(1) (2)
= X(xg)

Ripetendo lo stesso ragionamento con 9), si perviene allo stesso risultato. Quindi
wx(K) = wy(K)
ovvero, wy(K) ¢ indipendente dalla scelta della rappresentazione.
3.
Basta rileggere la (2).
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Teorema 4.11. Dato X € Irr(G), si ha

1. wy: Z(CG) — C definito da:
K wy(K) VK €d(G)

Z aK[A(»—> Z aKwX(lA()

Kecl(G) Kecl(G)

e un omomorfismo di algebre

2. wy(K) € R, VK € cl(G)

Dimostrazione: 1.

Sia x € Z(CQG); per il Teorema 2.36 abbiamo
k

ZE:ZCLK[?

=1

k k
x) = E agX(K) - E axwz(K)I =
i=1 Proposizione 4.10 =1

k

= (Z agwx(K ) Idefo (Z CLKK> = wx(z)]

i=1
In definitiva, X(x) = wx(x)I per ogni x € Z(CG) e dunque, poiché X : CG —
C™*™ e’ un omomorfismo di algebre, anche wx(z) e’ un omomorfismo di algebre.

2.
Sia S l'insieme cosi definito: R
S = <{WX(K) K € cl(G)}>

Dimostriamo che S & un anello finitamente generato CZome Z modulo e tale che
ZCSCC. Per definizione S e finitamente generato come Z modulo. Verifichiamo

le altre affermazioni:
2.1. ZCS:

{1} ed(G) = {1} =1

caW =@ o = )

Proposizione 4.10

=1eS8 = 7.CS
S f.g. come Z-mod
2. (S,4+) ¢ un gruppo abeliano:
Segue direttamente dalla definizione.
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2.3. S e chiuso rispetto al prodotto:

a,beS=a= Zaiwx(f(), b= Zbiwx([/(\’), a;,b; € Z Vi

(2

k
ab:Zaibij(K)wX(K’) = Zaibij(KK’) = Zaibjw;( (ZchKh>:

1,5 wy omo. ©,] Prop. 4.9 1,j h=1

dove ¢, e NCZ Yh=1,....k, c(G)={Ky,..., K}

k
= Z Z abjcp wy (f(;) es
ij h=1 E'/
2.4.
Dal fatto che S € un anello e uno Z-modulo f.g., e per il Teorema 4.5, si ha
wr(K) € SCR

]
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5 Teorema di Burnside

In questo ultimo capitolo presenteremo la dimostrazione classica del teorema di
Burnside, utilizzando tutti gli strumenti introdotti nei capitoli precedenti.
Iniziamo con il seguente Lemma:

Lemma 5.1. Sia X € Irr(G), x € G e K =cl(x). Si ha
(|K|,X(1)) =1= X(x) =0V 2 € Z(X)

Dimostrazione: Sia m = o(z), e = exp(G),
X(ZL') \:// £a1+“’+€an
Proposizione 3.19
dove U, = (§), n=X(1)
Per la Proposizione 4.8 si ha: X'(z) € Q.NR con e = exp(G).
Sia w € C tale che U, = (w), quindi £ = w’, per qualche j. Supponiamo che
x ¢ Z(X) e dimostriamo che X (z) = 0.

r ¢ Z(X) = |X(z)| < X(1)=n
Teorema 3.24,Proposizione 3.19
Ne segue:
| X ()]
1 (1
Sia G = G(Q., Q) il gruppo di Galois relativo all’estensione di campi QCQ, =
Q(w).

L’estensione QCQ(w) e ciclotomica, ed ¢ quindi un’estensione di Galois. Per il
teorema fondamentale della teoria di Galois, segue che

Q=Q
dove Q¢ = {g € Q. | o(q) = ¢ Vo € G}.
Sia ¢ € G. Poiché ¢ ¢ un automorfismo di QQ., possiamo affermare le seguenti
proposizioni:
e df=1=c(a)f =1
e ac R= o(a) € R, infatti:
a € R = 3f € Z[z] monico t.c. f(a) =0
flo(a)) =o(f(@)) =0=0(a) € R
Sfruttiamo adesso l'ipotesi (| K|, X' (1)) = 1:
(|K|,X(1)) =1 = Ja,beZ: alK|+0X(1) =1«
identita’ di Bezout

@a|K|%+b?€(m) :%
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Poiche’ z € K e X € Irr(G), dalla Proposizione 4.10 segue che

X(z) o
X(l) —WX(K) €eR

Dunque I'uguaglianza (2) equivale a

= _ X()
awx(K) +bX (x) = x(1)
Inoltre: X ()
N x
WX(K) € R, X(.l’) €ER= m €ER (3)
Sia o = = xg Osserviamo che

' (1) =lal <1
B)=a€eR=0(a)eR, YoegG (5
_ o(X(x)) o(X(z))

ola) =
A(FW) = A

Inoltre, ricordando che U,, = (£) e che ( ) =E&M + -+ £ siottiene:
o(X(x)=0c()™ 4+ -+ ="+ + ™, con (() =Upy
(@) = ¢ 4+ (| ¢+ + ¢ =1+ 1=

|X( )|

Consideriamo la norma d1 a secondo G, ovvero sia

B=1le

T{n

<—_1 (6)

oeg
abbiamo
o=id=|o(a)|=|a] < 1
—~—
4)
8l =TTle@i=lal ] lota) <1 (@)
oceG 0€G: o#id (6)
Infine,
o) = B, YoeG=pcQ=Q
G & un gruppo
(5) = beER=0F€RNQ = Z = 03=0=
R ¢ un anello Prop 4.2 (7)
=3JoeG: oa)=0 &, a=0'0)=0
o ¢ biettiva
X (z)
= _— = X =
a=0& x(0) 0 X(z)=0
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L’enunciato del seguente teorema coinvolge solamente la teoria dei gruppi,
eppure, la sua dimostrazione fa esclusivamente ricorso a concetti provenienti dalla
teoria dei caratteri.

Teorema 5.2. Sia x € G, allora

x#1
lcl(x)| = p*, p primo = G non é semplice
a>0
Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che G sia semplice. Sia X €

Irr(G)\ {1g}. Siha
lcl(x)] = p* > 1 = G non ¢ abeliano
G semplice = Z(x) = {1}
X e II"I'(G)\ {10} Proposizione 3.26

Inoltre si ha:

palz) = > X()X(2) =0 (1)
Proposizione 3.15 X €lrr(G) T#£1

pa(r) = Y X(1)X(x) =

Xelrr(G)

=1+ Y  X)X(x)=
Xelrr(G)\{1ag}

=1+ > X(1)X (z)+ > X()X(z) (2)
Xelrr(G)\{1g}, p/X(1) | i(GIrr(G’)\{IG}, p non divide X' (1)

~~ g

A B
Sia ora K = cl(x); allora:

K| = p°, p/xu) = (|K,X(1)=1= X(z)=0VzeZX) = {1} &

o X(r)=0 VX e(G)\ {1e} : p/zc(n = B=0
r#1
Infine da B =0, (2), (1) segue che
0=pelz)=1+ > X(1)X(z) &
Xelrr(@)\{1a}, p/X(1)
X(1 1
S14p > L/"((:c):0<:>7:——eRﬁ@ = Z=p=+l1
Xelr(G)\{1 P " p ot
rr ¢t P/ X)X~ cr Prop 4.2
€z
—eR
Assurdo, in quanto p € un primo. n
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Teorema 5.3. (Burnside) Sia G un gruppo finito
|G| = p"¢°, p,q primi, a,b>0= G non ¢ semplice

Dimostrazione: Distinguiamo due casi:
CAso: p=gq

|G| = p***, a,b> 0= G p-gruppo , |G| > 1=

= J una catena di sottogruppi normali non banali = G non ¢ semplice
CASO: p #q
Sia P un p sottogruppo di Sylow di GG. Si ha

|P| = p, p//q” .
G| _ b (>
ﬁ—q

b>0 => P<G

1)
Inoltre,

P p-gruppo = Z(P) # 1= Jz € Z(P)\ {1}

Se non esiste un z € Z(P) tale che |clg(x)| > 1, allora
r € Z(G) & |cg(x)| =1 (%)
Ve e Z(P) |clg(x)| =1= Z(P)CZ(G)
1 # Z(P)CZ(G)XG = Z(P)<G (xx)
Z(P) =G = Z(G) = G = G abeliano = PG S G non semplice
1£AP#G
1#4Z(P)# G\:;G non semplice

(%)
Possiamo quindi supporre che esista un x € Z(P) tale che |clg(x)] > 1. Sia
Ce(z) il centralizzante di z in G, allora

C@L s o Gl G,
PrE;P)CG(x)SG:W[G.C(@]—E: G0 /[ =¢ @)
A@)] =[G+ C@)] = A2 = ¢, e<b (3)

Cl" CS

2)
lcl(z)]=¢° > 1, x#1 = G non & semplice

per ipotesi Teorema 5.2
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Corollario 5.4. Sia G un gruppo finito

|G| = p%q°, p,q primi = G ¢é risolubile

Dimostrazione: Procediamo per induzione forte su n = |G].
I casi in cui a = 0 oppure b = 0 sono immediati perché

G p-gruppo = G e risolubile

Supponiamo quindi a,b > 0. Sia 1 < N < G un sottogruppo normale di G. Se

per assurdo N = 1, G sarebbe semplice. Questo € pero in contrasto con il Teorema
5.3. Quindi,

N>1= )%‘ <n, ‘%‘ = p¥ ¥ P % e risolubile
ipotesi induttiva
N<G=|N|=p"¢" <n = N & risolubile
ipotesi induttiva
NG
% e risolubile = @ risolubile

N & risolubile
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